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Der supraleitende elliptische Zylinder im longitudinalen Magnetfeld

Von G. U. ScHUBERT

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitat Mainz
(Z. Naturforschg. 13 a, 1021—1025 [1958] ; eingegangen am 4. August 1958)

Fiir einen unendlich langen supraleitenden elliptischen Zylinder im longitudinalen Magnetfeld
werden die Lonpoxschen Gleichungen gelost. Die Losung wird fiir diinne elliptische Zylinder disku-
tiert. Der Grenziibergang zum parabolischen Zylinder wird durchgefiihrt.

Es gibt eine grole Anzahl von Experimenten mit
Supraleitern im Magnetfeld, bei denen die Strom-
verteilung im Supraleiter theoretisch vorausberech-
net werden muf}. Solche Experimente werden z. B.
mit sehr diinnen Drihten oder sehr kleinen Kugeln
durchgefiihrt. Da es erstens zweckmilig sein kann,
mit geometrisch anderen Anordnungen zu arbeiten
und zweitens die experimentell unvermeidliche Ab-
weichung von einer geometrisch besonders einfachen
Gestalt, z. B. von einem Kreiszylinder, unter Um-
standen beriicksichtigt werden muf, ist es notwen-
dig, geeignete Formeln bereitzustellen.

Nachdem in zwei fritheren Arbeiten!:2 der ellip-
tische Zylinder im transversalen und der parabolische
Zylinder im longitudinalen zeitlich konstanten Ma-
gnetfeld nach der Loxponschen Theorie durchgerech-
net worden ist, erscheint es geboten, den elliptischen
Zylinder auch im longitudinalen Feld zu behandeln.
Daf} man hierzu die Loxponsche Theorie verwendet,
ist frither ! schon begriindet worden. Die Losung der
Lonponschen Gleichungen im Supraleiter und der
Potentialgleichung fiir die Umgebung desselben
filhrte im Falle des elliptischen Zylinders im trans-
versalen Feld auf unendlich viele Gleichungen fiir
die zunachst unbekannten unendlich vielen Koeffi-
zienten, die bei der Entwicklung der Losung nach
geeigneten Funktionen auftraten. Eine brauchbare
Losung dieses Gleichungssystems war nur im Falle
des diinnen elliptischen Zylinders moglich. Hier da-
gegen konnen die einzufithrenden Reihenkoeffizien-
ten explizit angeschrieben werden.

I. Problemstellung und Losung

Ein unendlich langer supraleitender elliptischer
Zylinder befindet sich in einem zeitlich konstanten,
homogenen Magnetfeld, dessen Richtung parallel zu

cuuBert u. H. Scamavuch, Z. Phys. 151, 396 [1958].

G.U.
G. U. Scuusert, Z. Phys. 152, 59 [1958].
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den Mantellinien des Zylinders ist. Die Feldstirke
H, soll so gewahlt werden, dafl die Supraleitfihig-
keit nicht zerstort wird.

Die zum Magnetfeld parallele Symmetrieachse des
elliptischen Zylinders sei die z-Achse eines kartesi-
schen z, y, z-Koordinatensystems. Durch

(x/a)?+ (y/b)2=1 (e > b)

sei die in der z, y-Ebene liegende Querschnittsellipse
definiert. Im Supraleiter besitzt das Magnetfeld aus
Symmetriegriinden nur eine z-Komponente H,, die

der Gleichung
AHz"‘ﬂz H2= (1)

geniigen mufl. Wir rechnen im Gaussschen MaB-
system, so dal}

B=Vanalci (2)

die reziproke Eindringtiefe ist. 4 ist die Lonponsche
Supraleitkonstante.
Die Randbedingung fiir H, ist:

(Hz) Oberfliiche = Ho . (3)

Dadurch wird die Losung von (1) eindeutig be-
stimmt. Die Stromdichte im Supraleiter folgt aus

J = —;—Cn rot §. (4)

Wegen der hier beniitzten Bezeichnungen sei auf
frithere Arbeiten! 2 und auf die Monographie 3 ver-
wiesen. In den Koordinaten des elliptischen Zylin-
ders

z=1C0écosy, 0<{é<o,
y =18inésingy, 0 n<2a, (5)
l=Va?—b?

3 J. Meixyer u. F. W. Scuirke, Matuieusche Funktionen und
Sphiaroidfunktionen, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Hei-
delberg 1954.
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schreibt sich die Differentialgleichung (1) :

8 % mpiniesin®n) H.—

e 4 o PR (Sin2é+sin’y)|H,=0. (6)
Alle auftretenden Funktionen héingen aus Symmetrie-
griinden nicht von z ab.

Mit Eo=Ur @Diflﬁ:p (7)
lautet die Randbedingung fiir die Losung von (6) :
H. (&, m) =H,. (8)
Aus der Vektorgleichung (4) wird:
f6= 4::1 V@Wiglquéiﬁfn* aaljyz ’ &)
f c 1 %H, (10)

4ml V@ﬁz E4sin2y 7@ ’
Der Separationsansatz H,=u(£) v(%) (11)

liefert, in (6) eingetragen, die gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen

(dL; _k_zq@oms)u:o, (12)
(di; +k+2qcos2?7)v=0. (13)
Dabei ist q eine Abkiirzung: ¢ = (f1/2)2. (14)

k ist der Separationsparameter. Die Losungen von
(13) sind die Maruieuschen Funktionen, diejenigen
von (12) die modifizierten Matuieuschen Funktio-
nen . Die Symmetrieverhiltnisse schrinken die li-

H,=2H, ) (=1)"4,®™(q) ¢, & —g) Ceem(ts —4) -
m=0

Man tragt (21) in (9) und (10) ein:

H, 2 1 =

Jo= Vami g1 ve sty 2 ("D AV G, —a) Senlh —9)

m=10
Hy, 2 1

Jr/= -

m=0

Dabei wurden (22) und (23) mittels (2) so ge-
schrieben, dal eine Vergleichsstromstirke Ho/V/4 7t A
als Faktor erscheint. Dies ist gerade diejenige Strom-
dichte, welche an der Oberfliche eines unendlichen

Halbraumes auftritt.

* In der bekannten Formelsammlung von Macxus u. OBer-
HETTINGER 7 wurde diese Funktion ,zugeordnete MarniEu-
sche Funktionen 1. Art“ genannt. In Anm. ! ist zugeordnet

{ . . SO m 2m
Vanl fi yemE ety & (D" 4C™(g)
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near unabhingigen Losusngen so ein, daB als Lo-
sung von (6)

H2=H0 Z A CeZm(& '—q) CeZm(ns *Q) (15)

m=0
mit den zunichst unbekannten dimensionslosen Ko-

effizienten a,, tibrigbleibt. Die Randbedingung (8)
lautet jetzt

1= > a,Cern(o, —q)ce2n(n, —q). (16)

m=0
Diese Gleichung muf} identisch in # erfiillt werden.

Mittels der Orthonormierungsbedingungen (vgl.
Anm. 3)

2a
%/Ce2m(77’ —q)cezn(n, —q) dp =0,  (17)
0

konnen die a,, berechnet werden. Aus den FouriEr-
Reihen (s. Anm. 3, S. 187 und 189)

cezn(n, —gq) = O (—=1)" e« AF™ (g) cos2 puy
= (18)

liest man sofort
27
%/CeQHL(n’ _q) d77 =2'( - 1)mA0(2m) (q) (19)
0

ab, so daB
2(=1)m 4,@m (q).

= Cerm(or —a) 20}
wird. Damit erhélt man aus (15):
(}Em(f, —q) (21)
Ce’m (Ev —q)
Ce:m (Eo ’4_? ce2m(17, = q) . (23)

Zur Anwendung der strengen Losung (21), (22),
(23) miiBte man Tabellen heranziehen. Dies soll
jedoch hier unterbleiben. Zunichst eine Bemerkung
tiber den dicken elliptischen Zylinder: Als nullte Na-
herung wihlt man, wie iblich (vgl. Anm.*), die

geschrieben worden. Meix~er u. Scuirke ® bezeichnen sie als
modifiziert.

4 M. v.Lauvg, Theorie der Supraleitung, 2. Aufl., Springer-
Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1949.



BILDFEHLERKOEFFIZIENTEN UND LINIENVERBREITERUNG IN MASSENSPEKTROGRAPHEN

ceza (. = £5) = (= Deern (3 - = BF)

LY .
(=1) V B Dea(V2Blsing). (49)

Dabei ist D,, eine Funktion des parabolischen
Zylinders (vgl. Anm.%). Durch analytische Fortset-
zung ins rein Imaginére ergibt sich

CEen(E, - ~/—’)24[2) =cezn(i§, - ’31—F>

o T | n4 ﬁj, ,1 fD‘)u % Q—T@ 5
( ) V s ToaT (iV2B1Cin¢)

(45)

Eintragen von (43), (44) und (45) in (42) liefert

unter Beachtung von (40) und (41)
Ho=V2 Y 5oy ponie Dan(a).
n=0

Dan (i vy) ()

1025

Dies ist gerade die frither angegebene Losung fiir
den parabolischen Zylinder im longitudinalen Feld.
Dort? wurde ferner gezeigt, dal} die Losung fiir den
parabolischen Zylinder diejenige der durch zwei
parallele Ebenen begrenzten Platte ergibt. wenn man
beim parabolischen Zylinder einen Aufpunkt be-
trachtet, dessen Abstand vom Brennpunkt grof ist
gegen den Parabelparameter p. Damit ist unter
Ausnutzung unserer obigen Uberlegungen gezeigt,
daB man bei einer sehr flachen Querschnittsellipse
die Strom- und Feldverteilung der Platte erhalt,
wenn man Aufpunkte ins Auge fafit, deren Abstinde
von den Brennpunkten grof} gegen b%/a sind.

5 W. Macnus u. F. OBerueTTINGER, Formeln und Sitze fiir die
speziellen Funktionen der mathematischen Physik; 2. Aufl.,
Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1948.

Uber den Verlauf der Bildfehlerkoeffizienten und der Linienverbreiterung
entlang der Photoplatte in Massenspektrographen,
die Doppelfokussierung erster Ordnung fiir alle Massen zeigen™

Von L. A. Koénic und H. HINTENBERGER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie, Mainz
(Z. Naturforschg. 13 a, 1025--1034 [1958] ; eingegangen am 17. Juli 1958)

Mit Hilfe friiher abgeleiteter Formeln ! werden die Bildfehlerkoeffizienten und die Linienverbrei-
terung durch die Bildfehler entlang der geradlinigen Photoplatte in Massenspektrographen, die
Doppelfokussierung erster Ordnung fiir alle Massen zeigen, berechnet. Die Bildfehlerkoeffizienten
werden fiir Apparate vom Marravca—Herzocschen Typ, fiir den Apparat von Reurerswirp und fiir
einen weiteren Massenspektrographen in Diagrammen wiedergegeben. Fiir die Berechnung der
Linienverbreiterung aus den Bildfehlerkoeffizienten und den Dimensionen der Strahlbegrenzungs-
blenden werden Formeln abgeleitet und damit fiir den Marravcu—Herzocschen Apparat Zahlen-

beispiele durchgerechnet.

In fritheren Arbeiten haben wir die Koeffizienten
der vom Offnungswinkel a und der relativen Ge-
schwindigkeitsabweichung = Av/v, quadratisch ab-
hingigen Bildfehler in doppelfokussierenden Mas-
senspektrometern und Massenspektrographen, die
aus einem elektrischen Radialfeld und aus einem
dahintergeschalteten Magnetfeld bestehen, berech-
net! und daraufhin sowohl Massenspektrometer 274
als auch Massenspektrographen ¢ mit korrigierten
Bildfehlern angegeben. In dieser Arbeit werden die

1 H. Hintensercer u. L. A. Konie, Z. Naturforschg. 12 a, 140
[1957].

* Vorgetragen auf der Physikertagung 1958 in Essen.

2 H. Hintensercer u. L. A. Konie, Z. Naturforschg. 12 a, 443
[1957].

frither abgeleiteten Formeln! dazu benutzt, um in
den bisher gebauten doppelfokussierenden Massen-
spektrographen den Verlauf der Bildfehlerkoeffizien-
ten und der Linienverbreiterung durch die Bildfehler
entlang der Photoplatte zu berechnen.

1. Die allgemeinen Gleichungen iiber den Verlauf
der Bildfehlerkoeffizienten lidngs der Photoplatte

Zunichst ist eine kleine Abanderung der bisher
veroffentlichten Formeln zweckmiBig. In unseren

3 H. Hiztensercer u. L. A. Konig, Z. Naturforschg. 12a, 773
[1957].

4 H. Hixtensercer u. L. A. Konig, Z. Naturforschg. 13 a, 236
[1958].

5 L.A.Kéx16 u. H. HixtenserGER, Nucl. Instrum. 3,133 [1958].

% H. Hintensercer u. L. A. Konie, Nucl. Instrum., im Druck.



